BASEL iy
Erziehungsdepartement des Kantons Basel-Stadt LA N D S C H A FT I

Volksschulen BILDUNGS-, KULTUR- UND SPORTDIREKTION
AMT FUR VOLKSSCHULEN

Ubersicht Zusatz Zahlensysteme

Der Wunsch nach mehr Ubungsmaterial fiir das Rechnen in verschiedenen Zahlensystemen steht
am Anfang dieses Zusatzes. Sind die Schulerinnen und Schuler im Niveau A teilweise bereits mit
dem Aufbau des Dezimalsystems stark gefordert, finden andere aus dem gleichen Leistungszug
Spass an diesem Thema. Fir die Niveaus E und P gilt 8hnliches, in allen Niveaus geht die Schere
weit auseinander.

Der vorliegende Zusatz versucht den unterschiedlichen Voraussetzungen gerecht zu werden.
Dabei ist die Lehrperson gefordert. Kann ich zum Beispiel das Dokument Z 1.1 Umwandlungen als
Theorieblatt abgeben oder brauche ich es zur Unterstitzung meiner Erklarungen? Arbeite ich mit
dem Blatt und ergénze zusammen mit den Schilerinnen und Schilern oder baue ich einen
eigenen Theorieteil auf?

Die Ubungsaufgaben sollen auch starken Schiilerinnen und Schiilern im Niveau P gerecht werden.
Fir alle anderen muss eine Auswahl getroffen werden. Bei nicht so starken Kursen, die aber sehr
interessiert sind, kann das Lésen der Aufgaben in Gruppen oder geleitet durch die Lehrperson eine
Variante sein.

Hand aufs Herz, auch fur uns Lehrperson sind die Zahlensysteme nicht alltaglich. Gerade MINT-
Lehrpersonen ohne oder mit wenig mathematischem Hintergrund scheuen sich vor diesem Thema.
Die detaillieren Losungen kénnen helfen.
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Volksschulen

Aufbau der Zahlensysteme

Der Aufbau aller Zahlensysteme ist gleich. Jede Stelle entspricht dem Wert der Potenz im
jeweiligen Zahlensystem mit der Basis des Systems und dem Exponenten der Stelle minus 1. Zum
Beispiel ist die 3. Stelle im 10er-System (Hunderterstelle) 103" = 102 = 100 (stimmt nicht fiir die
Nachkommastellen, siehe unten). Fiir alle Potenzen ist x° = 1, dementsprechend hat jedes
Zahlensystem als erste Stelle die Einer.

Beispiele von Stellenwerten verschiedener Zahlensysteme

System 4. Stelle 3. Stelle 2. Stelle 1. Stelle
Zehnersystem / 103=1000 102=100 10'=10 100=1
Dezimalsystem

Tausender Hunderter Zehner Einer
Zweiersystem / 23=8 22=4 2'=2 20=1
Binarsystem

Achter Vierer Zweier Einer
Flnfersystem 53=125 52=25 5'=5 50=1

125er 25er Flnfer Einer
Sechsersystem 6°=216 62= 36 6'=6 6°=1

216er 32er Sechser Einer
Achtersystem 83=512 82=64 8'=8 8°=1

512er 64er Achter Einer
Sechzehnersystem | 16°= 4096 162 = 256 16'=16 16°=1

4096er 256er Sechzehner Einer

Far die Nachkommastellen entsprechen die Exponenten der jeweiligen Nachkommastelle mit
negativem Vorzeichen. Im Binarsystem kommen rechts vom Komma also Halbe (2" = %), Viertel (2

2=2), Achtel (2° = %), uSW.

Beispiel im Zehnersystem: 203,53

1

Die FUnf steht an der ersten Nachkommastelle, hat also den Wert 5-10'=5- m

1

Die Drei steht an der zweiten Nachkommastelle, hat also den Wert 3 - 102 =3 - 00"
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Umwandlung in die verschiedenen Zahlensysteme

Umwandlung ins 10er-System

Entsprechend der Stellenwerte im jeweiligen System werden die Anzahlen mit dem Stellenwert
multipliziert und alle Produkte zusammengezahit.
Die Zahl 1101001, mit dem Subskript 2 als Angabe des Zahlensystems wird beispielsweise wie
folgt ins Dezimalsystem umgerechnet:
11010012 =1-2°+1-2°+0-2*+1-22+0-22+0-2"+1-2°
=1-64+1-32+0-16+1-8+0-4+0-2+1"-1
=1051
Die Zahl 1101001 im Binarsystem hat den gleichen Wert (benennt die gleiche Anzahl) wie die Zahl
105 im Dezimalsystem.

Umwandlung vom 10er-System in alle anderen Systeme

Fir uns ungewohnt und viel aufwandiger ist die Umwandlung von Zahlen aus dem Dezimalsystem
in alle anderen Systeme. Dabei gibt es zwei verschiedene Mdglichkeiten. Variante 1 ist die
Verteilung auf die verschiedenen Stellen im neuen System, Variante 2 die fortlaufende Division
durch die Basis des neuen Systems.

Beispiel: Die Zahl 113 aus dem Dezimalsystem in eine Binarzahl umwandeln.
Variante 1

Welches ist die grosste 2er-Potenz, die in 113 Platz hat? Es ist 2° = 64, deshalb hat die Binarzahl
7 Stellen (von 2° bis 2°).

113= 1:64 +49
49= 1-32 +17
11 +1
= 0 +1
0 +1
0 +1
= 1 +0
Begonnen wird mit dem grosstmaoglichen Stellenwert, kein Stellenwert darf ausgelassen werden.
Damit kann die Binarzahl als Faktoren der Stellenwerte von oben nach unten abgelesen werden.
Die Zahl 113 im Dezimalsystem entspricht also der Zahl 1110001 im Binarsystem.

- N 00 O®

Variante 2
113 :2 = 56 Rest1
56 :2 = 28 RestO
28 :2 = 14 RestO
14 :2 = 7 RestO
7 :2 = 3 Rest1
3 :2 = 1 Rest1
1 :2 = 0 Rest1 ab hier kdme immer wieder die gleiche Rechnung -> Abbruch

Die Binarzahl ergibt sich aus den Restwerten von unten nach oben gelesen: 1110001.
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Umwandlungen in Systeme mit Basis grosser als Zehn

Die beiden Varianten funktionieren in Systemen héher als das 10er-System gleich. Hier kann aber
die Anzahl (Variante 1) oder der Rest (Variante 2) 10 oder grésser sein. Unsere 10 Ziffern reichen
fur diese Systeme nicht mehr, es braucht neue einstellige Ziffern:

A=10
B=11
C =12 usw.

Beispiel im 16er-System mit Variante 1:

Verwandle die Zahl 46038 aus dem Dezimalsystem ins 16er-System.

46038 = 11-4096 + 982
982 = 3+ 256 +214
214 =13- 16 +6
6 = 6 1+0
11 wird ersetzt durch B, 13 durch D. Damit entspricht die Zahl 46038 im Zehnersystem B3D6 im
Sechzehnersystem.
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Grundoperationen Zahlensysteme
Addition

Schriftlich addieren in verschiedenen Zahlensystemen funktioniert grundsatzlich gleich wie im
Zehnersystem. Der Schritt zur nachsten Stelle (und damit das Notieren von ,Behalte®) erfolgt nicht
beim vollen Zehner, sondern je nach System beim vollen 2er, 3er, usw.

Einige Beispiele

Zweiersystem oder Binarsystem

110 12
170110
1 1
1700011
171 0 12 1T+ 1+ 1+ 1=100;
7011 Gerade bei Systemen mit geringerer
11110 Stellenwertigkeit kann es vorkommen,
1 1 1 dass eine Teilsumme mehre Stellen
1710110 braucht:
41o=1002
s Die Anzahl 4 braucht bereits 3 Stellen,
Ser-System «behalte 1» steht damit zwei Stellen
41 3 2 weiter links.
2 3 4 4 15
1 1 1
331235
2 1 4 3 45 4 + 2+ 2+ 1= 145
342135 90 = 14s
132 41s Damit wird aus der Anzahl 9 im
11 1 1 5er-System die 14 also «schreibe
1 2 4 4 4 35 4 behalte 1».
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Bei hoheren Zahlensystemen ist es hilfreich, eine Ubersetzungstabelle zu notieren, flirs 16er-

System koénnte diese so aussehen:

110 116
210 216
310 316
910 916
1010 Ais
1140 B1s
1210 Cie 3
1310 D16
1440 =T
1510 F1e
1610 1016
1710 1116
C 6 9 A B
3C 1A 3
1 1
1 0 2 B 4 Eq
A 4 2 C 8
7 C C A 3
D 9 F B A+
1.1 2 1
1 F AF 2 5%
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Aie + Ats = 1445

Ats + A1s = 1010 + 1010 = 2010 = 1446
Damit wird aus der Anzahl 20 im
16er-System die 14 also «schreibe
4 behalte 1».
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Schriftlich subtrahieren in verschiedenen Zahlensystemen funktioniert grundsatzlich gleich wie im
Zehnersystem. Ist der Subtrahend grésser als der Minuend und braucht es somit noch Anteile von
der nachstgrésseren Stelle (schreiben von ,behalte 1%) wird der Minuend entsprechend des
Zahlensystems erhoht, z.B. im 5er-System um 5.

Einige Beispiele

Zweiersystem oder Binarsystem

1001101
- 100110
1 1.1

100111
5er-System
4 1 3 2 25
-3 14 3 15
1.1 1
4 3 4 1s
16er-System
7 2 9 A B 3
- 36 AC 7 544
1.1 1 1
3 B EE 3 Es
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Multiplikation

Schriftlich multiplizieren in verschiedenen Zahlensystemen kann aufwéandiger sein als im
Zehnersystem. Das Einmaleins in anderen Systemen ist nicht gelaufig, damit sind schon
grundlegende Aufgaben schwierig. Eine Multiplikationstafel ist hilfreich, je nach System aber sehr
umfangreich.

Einige Beispiele

Zweiersystem oder Binarsystem

1 011 - 1101, Multiplikationstafel im Zweiersystem
0|1
110 1 0l 0
1101 - 1101 1
00O00O
1101
1.1 1
10 001111
5er-System
312 - 21 4 3s Multiplikationstafel im 5er-System
0|1 2| 3| 4
434 1 0/0/0/ 0] 0] O
2143 1]0/1] 2| 3| 4
12034" 2/0] 2] 4[11]13
2 2 1 30| 3[11(14|22
12402215 4] 0] 4/13]22]31
16er-System
A9 - B 3 Cis Multiplikationstafel

Sehr aufwandig! Es macht mehr Sinn, nur die

22 76 bendtigten Multiplikationen zu berechnen:
65 1C 9 -C = 10810 = 6 Cie
705 8" 9 -3+ 6 = 330 =2 1
9 -B + 2 =10110 = 6 54
76 A 9 C A - C = 12010 = 7 81
A -3+ 7 = 3710 = 2 51
A B + 2 =1121 = 7 04
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Die schriftliche Division ist aufwandig. Auch hier ist das Einmaleins in anderen Systemen nicht
geldufig, damit sind schon grundlegende Aufgaben schwierig. Es ist sinnvoll fur jede
Divisionsaufgabe die Folge des Divisors zu notieren. Fur eine Divisionsaufgabe im Ser-System bei
einer Division durch 8 also die 8er-Folge im 5er-System. Im Bindrsystem ist das aber nicht nétig.

Einige Beispiele

Zweiersystem oder Binarsystem

1 0
- 1
1

1
1

[uny

0
1

=

101110 :111,= 11 0 0 0 10
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5er-System
304 015 : 13 =1442s
-13
1
12 4 )
-1 1 2 Ubersetzungstabelle der 8er-Folge
810 1 35
01 2 0 1610 3 1s
-1 1 2 2419 4 45
] 3210 1125
0 0 3
- 3
00
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Ubungsaufgaben
Addition

1) Zweiersystem oder Binarsystem

a) 1012+ 11015
b) 11011, + 1011,
c) 1111012 + 10011,

2) 5er-System

a) 3415 + 14325
b) 33415 + 402435
C) 442325 + 342435

3) 6er-System

a) 3546 + 214¢
b) 51436 + 15344
C) 2135¢ + 431156

4) 8er-System

a) 7355+ 6175
b) 4173+ 57758
d) 57615 + 65375

5) 16er-System

a) 3A4516 + 637516
b) 986316 + 456816
C) 267B44s + 38A69+6
d) A3C+s + FO9C616
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Subtraktion
6) Zweiersystem oder Binarsystem

a) 1011, 1012
b) 11000, — 1011,
c¢) 1001110, — 111011,

7) 5er-System

a) 431 35 - 3145
b) 314235 — 23445
c) 1023415 — 431245

8) 6er-System

a) 3546—2446
b) 42135 — 35246
c) 23516 — 14436

9) 8er-System

a) 6735 — 5643
b) 5766s — 23773
C) 51318-23473

10) 16er-System

a) 3A7EC1 16 — F13A16
b) A38BCA+s — 4F3BF+s
c) 3A9BF3Cis — FA913A4s
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Multiplikation
11) Zweiersystem oder Binarsystem

a) 1012 . 1112
b) 11011210101,

12) Ser-System

a) 4135 . 3125
b) 3142510345

13) 6er-System

a) 423" 351
b) 31264153

14) 8er-System

a) 3765 513s
b) 525 - 47365

15) 16er-System

a) F3Bis- 9C61s
b) A3Cis- 6C4s
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Division

16) Zweiersystem oder Binarsystem
a) 1001112: 113
b) 111000012 : 101;

17) Ser-System
a) 22015:12s
b) 2140035 : 1145

18) 6er-System
a) 12436: 136
b) 23206 . 126

19) 8er-System
a) 1064z : 6g
b) 7644 : 34z

20) 16er-System

a) ZBD416 . C16
b) 235953316 : 2AD16
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Lésungen Ubungsaufgaben — Ubersicht
Addition

1) Zweiersystem oder Binarsystem

a) 1012+ 11012 = 100102
b) 110112+ 10112 = 1001102
c) 1111012+ 100112  =10100002

2) 5er-System

a) 3415+ 14325 = 23235

b) 33415 + 402435 = 441345

C) 442325 + 342435 = 1340305
3) 6er-System

a) 354¢ + 2146 =10126

b) 51436 + 15346 =11121¢

c) 21356 + 43116 = 104506

4) 8er-System

a) 735g+617s = 15544
b) 4173s + 5775s =12170g
d) 5761s + 65373 = 145208

5) 16er-System

a) 3A4546 + 637546 = 9DBA6

b) 986316 + 456816 = DDCB1s
C) 267B44s + 38A691 = 5F21Dys
d) A3C+s + FOCB15 = 1040246
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Subtraktion
6) Zweiersystem oder Binarsystem
a) 1011, -101; =110,
b) 11000, - 1011, =1101,

c) 10011102 —-1110112 = 100112

7) 5er-System

a) 43135 — 3145 = 34445

b) 314235 — 23445 = 240245

c) 1023415—-431245 =4212s
8) 6er-System

a) 3545 — 2446 =1 106

b) 42136 — 35246 = 2454

c) 23516 — 14436 = 504¢

9) 8er-System

a) 673s— 564s = 1075
b) 57665 — 23775 = 33675
C) 51 318 - 23478 = 25628

10) 16er-System

a) 3A7EC116 — F13Ass6 = 398D8716
b) A38BCA1s —4F3BF16 = 9E980B16
c) 3A9BF3Cis — FA913A+6 = 2AF2E02+6
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Multiplikation
11) Zweiersystem oder Binarsystem
a) 1012-111; =100011;
b) 110112-10101; =10001101112

12) Ser-System

a) 4135- 3125 = 2403115
b) 31425 1034s = 34210335

13) 6er-System

a) 42363516 = 2501536
b) 312641536 = 21530206

14) 8er-System

a) 376g°513g = 2441523
b) 525¢ - 47365 = 32222663

15) 16er-System

a) F3Bis " 9C61s = 94DAA216
b) A3Ci66C416 = 453DFO016
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Division

16) Zweiersystem oder Binarsystem

a) 1001112: 112 = 11012
b) 111000012 : 1012 =1011012

17) Ser-System

a) 22015:12s =133
b) 2140035 : 1145 = 13325

18) 6er-System

a) 12436:136 = 556
b) 23206 : 126 = 1536

19) 8er-System

a) 1064s : 65 = 1365
b) 76443 . 348 = 2173

20) 16er-System

a) ZBD416 . C16 = 3A716
b) 235953316 : 2AD1s = D35F+s
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Lésungen Ubungsaufgaben mit Losungsweg
Addition

1) Zweiersystem oder Binarsystem

a) 1012+ 1101, = 100102
1 0 1,
1101,
1 1

100 10

b) 110112+ 1011112 =1001102

11011

1011,
11

100110

1

c) 1111012+ 10011:
1

= 10100002
10
01
11

2

—_— )

11
10 2
11

1

010000

2) 5er-System

a) 3415+ 1432 = 23235
4 1s
1 3 25

1
2 2 3s

b) 33415 + 402435
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3) 6er-System

a) 3546 + 214¢
3
2
1

10

b) 5143 + 15346

= 10126
5 4

1 4

1

1 2

= 111216
1 4 36
5 3 4
11

C) 2135¢ + 431156

1 2 16

= 104504
1 3 56
3116
1

10

4) 8er-System
a) 735 +617g

b) 4173+ 57758

4 5 06

= 15544

3 5s
1 7s
1

5 4g

=12170s

7 3s
7 7 5
1.1

-

c) 5761g + 65375

1 7 Og

= 145203
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5) 16er-System

a) 3A45 + 6375 = ODBA
3 A 4
6 3 7

b) 9863 + 4568 = DDCB
9 8 6 3
4 56 8

DDCB

c) 267B4 + 38A69 =5F21D
2 67

3 8 A
1

5F 21D

d) A3Cs + FOCB15 = 1040246
A 3 Css
F 9 C 61

1 1 1

1 0 4 0 2
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Subtraktion
6) Zweiersystem oder Binarsystem
a) 1011, -1012 =110,
1011,
- 1 0 1,
1
110
b) 110002 - 1011: =1101;
1710 00,
- 1011,
1.1 1 1
110 1,

c) 10011102-1110112 =100112
1001110
- 111011
11 11

010011

7) 5er-System
a) 43135 — 3145 = 34445

b) 314235 —2344; = 240245
314 2 35

1 1.1

2 40 24

c) 1023415—-43124s =421
1
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8) 6er-System
a) 3546 — 2446 =1 106

~ 2 4 4

1 1 06

b) 4213 — 35246 = 245
2 1 3
5 2 4
17 1

I
- W s

2 4 56

C) 2351¢— 1443¢ = 5046
3 5 1
4 4 3

o =N

5 0 4

9) 8er-System
a) 673s— 564s = 1075

b) 57665 — 23773 = 33675

C) 51 313 - 23478 = 25628
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Volksschulen

BILDUNGS

10) 16er-System

a) 3A7EC116—F13A16 =398D8716
3 A7 EC 1%
- F 1 3 As

1

39 8D 8 7%

1

b) A38BCA16 - 4F3BF16 = 9E980816
A 3 8 B C A
4 F 3 B Fg

1 1 1

9 E 9 8 0 B

c) 3A9BF3Cis — FA913A46 = 2AF2EQ025
3 A 9BF 3 Cs
- FA 91 3 As
1 1

2 AF 2E 0 2
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Multiplikation
11) Zweiersystem oder Binarsystem

a) 1012111, = 100011
101, -1 11,

. O =

0
1

- O -

1
]

1000 11

N

b) 110112-10101> = 10001101112
11011 101 0 1

-~ = 0O
a O A
- =2 O O -
T a o
ST
._\

10001101 11

12) Ser-System

a) 4135- 3125 = 2404115
4 13- 3 12
1111
14 4 1
31 2-
2 303"~
11 1
2 404 11
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b) 31425 1034s = 34210335
3142 - 1 0 34

231 231

1 2 3
1 .
4 .

N = O D
N W WwWwiN

w
SN
N
—_—
o

3 3s

13) 6er-System

a) 4236 3516 = 2501536
4 23 © 351
312

N
O W -
NN, A
~ b O
N

2 5

o

1 5 36

b) 312641536 = 21530206
3 12 - 415 3

21 11

50
3 .

N
-~ O
NS B N
N AN
- W O W

N
N
(6)}
w
o

2 06
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a
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14) 8er-System
a) 3765 513s

= 2441523
7 6g -

5 1 3

b) 525 - 47365

5

1
1

4
7

1

A bW

1

= A~
o o

2 44152

= 32222663

s

4 7 3 6s
414 202 313

15) 16er-System
a) F3Bis " 9C61s

F

—_ o —_—

o O = W

2 6
4 -

N O O
o N O

3

2 2 6 6g

= 948A7616
Bis -

9 C 61

B28 514

b) A3C1s - 6Chg

A

1
2

1

6
D
9

1

B 8 2
5 2 -
A .

4

D

A A 2

= 453DF015
Cii -

6 C 44
2

729 3
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Division
16) Zweiersystem oder Binarsystem
a) 1001112: 113 =1101;

100111 :11=1101
- 11
1
011
- 11
0 01
1 1
- 11
0
b) 111000012:1012  =1011012
1110 001 :101=101101
-101
100
- 0
100
- 10 1
11
011
- 10 1
1
0010
- 0
10 1
- 10 1
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17) Ser-System
a) 22015:12s = 1335

015:125

1 3 35

b) 2140035 : 1145 = 13325
214003: 114=13 3 2

N N[O W

18) 6er-System

a) 12436 : 136 = 554
36 1 36 = 5 5

b) 23206 . 126
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19) 8er-System
a) 1064z : 6s = 136s

643: 63=1363

1
NN o O
(0]

N

EENE S
O

o

b) 76443:348 =2178
76448:343=2178

1

~
w W w o o
o o A b
A~ b

o

20) 16er-System
a) 2BD416 . C16 = 3A716
C-Folge im 16er-System: C; 18; 24; 30; 3C; 48; 54; 60; 6C; 78;...
ZBD416:C15=3A716
-2 4

7
7

oo O

1
[N
A b

o
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b) 235953316 . 2AD15 = D35F16
2AD-Folge im Sechzehnersystem: 2AD; 55A; 807; AB4; D61; 100E; 12BB;
1568; 1815; 1AC2; 1D6F; 201C; 22C9; 2576; 2823;...

2 3595336: 2ADs=D 3 5Fs
-2 2 9
1

($)}

~

C
9
8

1

N U Tnl-o o
w0 o o m
NN w
w w

o
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